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Seznam uporabljenih oznak
V tej diplomski nalogi bodo uporabljene naslednje splosˇne oznake:
p stopnja polinoma, zlepka, krivulje
x spremenljivka na abscisni osi
y spremenljivka na ordinatni osi
t spremenljivka pri parametricˇnih polinomih
f(•), g(•), c(•) polinomi
in za zlepljene krivulje:
i indeksna zaporedna sˇtevilka elementa
n sˇtevilo zlepkov v krivulji
ui, U zaporedni vozel in mnozˇica vozlov
ri, R⃗ zaporedna kontrolna tocˇka in vektor kontrolnih tocˇk
P (•), H(•), B(•) razlicˇni tipi zlepkov
Np,i(•) B-zlepek
Mp matrika krivulje
si(•) zaporedni odsek krivulje
S(•) zlepljena krivulja

Povzetek
Diplomsko delo obravnava problematiko zapisa in predstavitve krivulj
v racˇunalniˇstvu. Kljub temu, da so eden izmed najosnovnejˇsih elementov
racˇunalniˇske grafike, se izkazˇe, da so tudi same lahko zelo zahtevne za izgra-
dnjo. Veliko razlicˇnih tipov zapisov skusˇa resˇiti to problematiko, a noben
ni tako uspesˇen kot kardinalni B-zlepki. Ti imajo edinstven nabor lastno-
sti, ki jim omogocˇajo, da na preprost nacˇin opiˇsejo zelo kompleksne krivulje.
Osrednja tema tega diplomskega dela so tako kardinalni B-zlepki, njihove
lastnosti, razlicˇni nacˇini zapisa in gradnje krivulj. Slednje so bile v sklopu te
diplomske naloge tudi implementirane v programu za generiranje in obliko-
vanje krivulj, ki sluzˇi kot cˇudovit ucˇni pripomocˇek.
Namen tega diplomskega dela je predstaviti graficˇne krivulje in kardi-
nalne B-zlepke na nacˇin, ki bo bralcu kar najbolje razlozˇil ta nepoznani svet
racˇunalniˇskih krivulj.
Kljucˇne besede:
• racˇunalniˇska krivulja
• kardinalen B-zlepek
• generator krivulj

Abstract
This thesis deals with the issue of formation and presentation of curves
in computer science. Despite being one of the most fundamental elements
of computer graphics, they themselves can be very difficult to create. Many
different curve format types attempt to solve this problem, but none is as
successful as cardinal B-splines. They have a unique set of properties that
allow them to describe very complex curves in a simple way. The main topic
of this thesis are cardinal B-splines, their characteristics and different ways
of recording and engineering curves. The latter were as a part of this thesis
also implemented in the curve generating and transformation program, which
serves as a wonderful learning tool.
The aim of this thesis is to present graphical curves and cardinal B-splines
in a way, that will best explain this unknown world of curves to the reader.
Keywords:
• computer curve
• cardinal B-spline
• curve generator

Poglavje 1
Uvod
Racˇunalniˇska grafika je relativno mlad pojem, saj obstja sˇele nekaj dese-
tletij, a je zˇe prinesla pravo revolucijo v svet podob, slik in umetnosti. Naj-
odmevnejˇsa lastnost racˇunalniˇskega risanja je enostavno odpravljanje napak.
Preprost klik na gumb “razveljavi” oziroma oznacˇevanje elementov in klik
na gumb “izbriˇsi” lahko odpravi tudi izredno kompleksne napake, ki bi bile
lahko celo neodpravljive pri starejˇsih nacˇinih: fotografija, slikanje na platno,
klesanje v kamen...
Toda cˇetudi dandanes mnogo graficˇnih oblikovalcev uporablja racˇunalnik
za delo s slikami, le redki izmed njih dejansko vedo kako ti programi delujejo.
V ozadju namrecˇ tecˇejo kompleksni algoritmi, ki omogocˇajo popravljanje slik
po uporabnikovih zˇeljah. Zˇe najpreprostejˇsi elementi, kot je preprosto risanje
cˇrte na prazno ravnino, imajo lahko za seboj zelo dolge algoritme. Risanje
ravne cˇrte je sicer preprosto, saj je le-ta namrecˇ shranjena v pomnilniku le z
dvema tocˇkama, ki jo razpenjata. Toda krivulje so povsem razred zase.
Za opis krivulje je nujna neke vrste funkcija, ki opisuje izgled te krivulje.
S pomocˇjo teh funkcij je mogocˇe narisati krivuljo na zaslon, a to je lahko
racˇunsko zahteven postopek. Sˇe zahtevnejˇsi pa je postopek za iskanje teh
funkcij, ki opiˇsejo krivuljo kot si jo je graficˇni oblikovalec zamislil. Nadalje
zahtevnost povecˇajo sˇe zˇelje po enostavnem in elegantnem upravljanju s kri-
vuljami, zˇelje po gladkosti, po cˇim enostavnejˇsem zapisu, itd., ki naposled
privedejo do razbitja krivulje na odseke in uporabe kardinalnih B-zlepkov.
Ocˇitno je, da ustvarjanje krivulj sˇe zdalecˇ ni macˇji kasˇelj, kot se morda zdi
pri graficˇnih urejevalnikih.
V tem diplomskem delu sem, ob pomocˇi svojega mentorja izred. prof.
dr. Gasˇper Jaklicˇa, raziskal cˇim vecˇ literature o kardinalnih B-zlepkih. Po-
leg slednjih, ki so glavna tema te naloge, sem v globino raziskal tudi splosˇne
nacˇine gradnje krivulj v racˇunalniˇstvu in probleme zapisa krivulj, ki so prive-
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dli do izuma zlepkov in kardinalnih B-zlepkov. Osredotocˇil sem se na njihovo
zgradbo in omejitve, razlicˇne tipe, algoritme za njihovo generiranje, ter pred-
vsem njihovo uporabno vrednost. Koncˇen produkt moje diplomske naloge je
tako urejena zbirka zbranega znanja, prirejena za poucˇevanje bralcev, ki o
racˇunalniˇskih krivuljah in kardinalnih B-zlepkih ne vedo nicˇ oziroma zelo
malo. Ti podatki pa so podkrepljeni s programom za ustvarjanje krivulj, ki
je ucˇinkovit vizualni pripomocˇek za lazˇje razumevanje in ucˇenje te snovi.
Poglavje 2
Problem zapisa racˇunalniˇskih
krivulj
Ustvariti krivuljo na racˇunalniku je zˇe od zacˇetkov racˇunalniˇske grafike
tezˇak problem. Krivulje se namrecˇ ne da shraniti v racˇunalniˇski pomnilnik
kot celote, tako kot je to mogocˇe na kosu papirja; najvecˇ kar se da storiti je,
da se shrani neke vrste opis krivulje in iz tega opisa po potrebi uporabniku
ustvari prikaz krivulje na zaslonu. Nacˇinov za zapis krivulje pa je seveda
ogromno in vsak ima svoje posebnosti [1].
Izbira nacˇina zapisa je seveda odvisna od trenutnih uporabnikovih potreb,
a v grobem je mogocˇe ovrednotiti razlicˇne nacˇine in njihovo uporabnost glede
na naslednje kriterije:
1. Majhnost zapisa
Krajˇsi kot je zapis, lazˇje se ga shrani v pomnilniku.
2. Gladkost zapisa
Zapis je boljˇsi, cˇe zmore opisati krivuljo na cˇim manj robat nacˇin, tako
da je krivulja cˇim bolj gladka po vsej svoji dolzˇini.
3. Sposobnost manipulacije
Velika prednost je, cˇe je mogocˇe zapis krivulje enostavno spremeniti.
4. Lokalnost manipulacije
Spreminjanje enega dela krivulje naj ne pokvari izgleda celotne krivulje.
Izkazˇe se da so nekateri nacˇini mnogo primernejˇsi za ustvarjanje lepega in
enostavnega zapisa za splosˇen primer krivulje. O primerjavi razlicˇnih nacˇinov
bo govora v tem poglavju diplomske naloge.
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2.1 Bitna grafika
Najosnovnejˇsi sistem zapisovanja slike je bitna grafika, ki razdeli ce-
lotno sliko v enako velike in enakomerno razporejene piksle (okrajˇsava za:
ang. “picture element”, slo. “slikovni delec”). Vsakemu od njih priredi la-
stnosti, kot so barva in svetlost, ki dolocˇajo del slike. Vsi piksli skupaj tako
tvorijo celoten diskreten opis podobe. Taksˇen sistem je odlicˇen za obicˇajen
prikaz podob iz realnega sveta, saj povprecˇi izgled vseh podob v dolocˇenem
majhnem delu slike v piksel in se tako znebi ogromne kolicˇine podatkov, a
hkrati ohrani dovolj informacij, da uporabnik lahko vizualno razbere, kaj
slika prikazuje. Tezˇava pa se pojavi, cˇe uporabnik zˇeli spreminjati podobo
slike. Bitna grafika namrecˇ ne vsebuje podatkov o vsakem elementu slike in je
tako nemogocˇe spreminjati podobo posameznega elementa, ne da bi to vpli-
valo na vse ostale elemente, ki gradijo podobo spreminjanega piksla. Tako
lahko bitna grafika resˇi le dva aspekta problema krivulj: vizualno predstavi-
tev in enostavnost zapisa. Kolicˇina podatkov je namrecˇ odvisna izkljucˇno od
sˇtevila pikslov in je enaka za krivulje vseh mogocˇih kompleksnosti. A zaradi
izgubljenih podatkov pri taksˇnem ustvarjanju pikslov je nemogocˇe iz slike
razbrati dejanske lastnosti krivulje in posledicˇno tudi nemogocˇe spremeniti
obliko te krivulje. Bitna grafika tako omogocˇa enostaven zapis prikaza vsake
krivulje s fiksno kolicˇino podatkov, a hkrati zavrzˇe koncept krivulje same.
Krivulja in njene lastnosti se porazgubijo med kopico pikslov in tako kot
same ne obstajajo vecˇ.
Slika 2.1: Bitna krivulja
Vektorska grafika je resˇila to tezˇavo s tem, da je namesto opisa ‘iz-
gleda’ slike uporabila raje opis komponent te slike. Krivuljo tako namesto
s tocˇkami/piksli na sliki opiˇse kar s polinomom, ki dejansko opisuje njeno
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zgradbo. Tako se ohranijo vse lastnosti te krivulje. Na zˇalost pa ima ravno
zaradi ohranjevanja vseh informacij vektorska grafika tezˇave z zapisom kom-
pleksnejˇsih elementov in z zapisom vecˇje kolicˇine elementov; podatkov je
namrecˇ preprosto prevecˇ. Toda ravno zaradi ohranjanja lastnosti krivulje in
posledicˇne zmozˇnosti manipulacije z njimi, je vektorska grafika bolj zanimivo
orodje za resˇevanje problema krivulj kot bitna grafika, zato se bo v nada-
ljevanju ta diplomska naloga osredotocˇila izkljucˇno na vektorsko grafiko in
zapis krivulje s polinomi. Slednji so namrecˇ najenostavnejˇsi izmed funkcij,
ki zmorejo ustvariti krivuljo.
2.2 Polinomski zapis
Polinomi imajo cˇudovito sposobnost elegantnega opisa gladko-ukrivljenih
struktur, zato so najpogostejˇsa izbira v primerih, ko cˇrte niso izkljucˇno ravne.
Z njihovo pomocˇjo lahko posamezno krivuljo popolnoma opiˇsemo z nizem
(ali vecˇ nizi) sˇtevil. To pomeni, da so naravnost cˇudoviti za shranjevanje v
racˇunalniˇskem pomnilniku, cˇe je le ta niz sorazmerno kratek. Po drugi strani
so manj primerni za izracˇunavanje posameznih vrednosti, saj potrebujejo za
ugotavljanje tocˇk, skozi katere potuje krivulja, zahtevne izracˇune, ki obicˇajno
vsebujejo potenciranje spremenljivke z visokimi vrednostmi. Kljub temu pa
obstaja ogromno orodij za delo s polinomi, ki jih matematiki razvijajo zˇe sto-
letja, zato ni presenetljivo da imajo polinomi najvecˇjo predstavitveno mocˇ
za ukrivljene strukture. Skoraj vsaka krivulja v racˇunalniku uporablja na
najosnovnejˇsem nivoju zapis v polinomski obliki.
Slika 2.2: Shranjevanje krivulje v pripadajocˇem polinomskem zapisu
Poznamo vecˇ vrst polinomskih zapisov:
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Ekspliciten polinom
Ekspliciten polinomski zapis opiˇse krivuljo v n-razsezˇnem prostoru z n − 1
spremenljivkami. Vsaka spremenljivka dolocˇa spreminjanje polinoma v svoji
razsezˇnosti; zadnjo razsezˇnost pa dolocˇi izracˇunana vrednost polinoma.
Osnovna oblika zapisa je
y = f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x
3 + ...
Lastnosti:
+ Krivulja je tako enostavno dolocˇena z nizom sˇtevil: ai in intervalom, na
katerem je krivulja definirana.
- Na zˇalost pa ta polinom ne zmore opisati krivulje, ki ima vecˇ vrednosti za
posamezno vrednost spremenljivke. To so krivulje, pri katerih vsaka
spremenljivka ne narasˇcˇa strogo pri potovanju krivulje skozi prostor.
Take krivulje so na primer krog, krivulja v obliki cˇrke S, krivulja z
navpicˇnico... Tako ekspliciten polinom ne more opisati nekaterih vrst
krivulj, kar pa je seveda huda pomanjkljivost.
Parametricˇen polinom
Parametricˇen polinomski zapis opiˇse krivuljo v j-razsezˇnem prostoru z j po-
linomi nad eno samo spremenljivko (ponavadi oznacˇena s t). Vsak polinom
dolocˇi komponento v pripadajocˇi razsezˇnosti glede na vrednost spremenljivke.
Vsi polinomi skupaj tako definirajo enolicˇno dolocˇeno tocˇko za posamezno
vrednost spremenljivke.
Osnovna oblika zapisa je
f(t) = a0 + a1t+ a2t
2 + a3t
3 + ... ,
g(t) = b0 + b1t+ b2t
2 + b3t
3 + ... ,
(x, y) = (f(t), g(t)) .
Lastnosti:
+ Za opis posamezne krivulje tako potrebujemo j mnozˇic sˇtevil, kar je v
praksi sˇe zmeraj zelo malo.
+ Zapis krivulje je zelo eleganten, saj lahko obravnavamo vsako razsezˇnost
posebej.
- Uporablja se dodatno “skrito” spremenljivko, katere vrednost ni oznacˇena
na nobeni izmed koordinatnih osi.
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Impliciten polinom
Impliciten polinomski zapis opiˇse krivuljo z enacˇbo z vecˇ spremenljivkami.
Te spremenljivke niso locˇene med elementi tako kot pri eksplicitnih polino-
mih - nobena spremenljivka ni ocˇitno izpostavljena. Obicˇajno se uporablja
za zapis tega polinoma izpostavitev nicˇle na eni strani enacˇbe: f(x, y, ...) = 0.
Lastnosti:
+ Vcˇasih je mogocˇe elegantno izraziti vrednost spremenljivke y s pomocˇjo
vrednosti spremenljivke x.
+ Ta zapis omogocˇa veliko kompleksnejˇse izraze kot eksplicitnih polinomi,
saj v posameznem cˇlenu enacˇbe lahko sodelujejo vse spremenljivke.
- Zˇe na prvi pogled je ocˇitno, da je tak zapis zelo zahteven za specifikacijo
in spreminjanje. Ravno zaradi te hude kompleksnosti, ti polinomi niso
priljubljeni.
Na zˇalost pa imajo vse osnovne polinomske oblike vsaj dve tezˇavi pri
zapisu kompleksnejˇsih krivulj.
1. Kompleksnost polinomskega zapisa narasˇcˇa s kompleksnostjo krivulje.
Velja pa tudi, da zahtevnost izracˇuna narasˇcˇa eksponentno glede na
velikost polinoma. Tako lahko kaj hitro polinom postane neobvladljiv.
2. Osnoven polinomski zapis ne omogocˇa lokalne manipulacije (ne izpol-
njuje 4. kriterija). Vsaka sˇe tako majhna sprememba polinoma se
pozna po vsej dolzˇini krivulje.
Osnovne polinomske oblike zmorejo opisati in predstaviti krivuljo, ter
omogocˇajo neko osnovno obliko upravljanja. Uporabniki pa pogosto po-
trebujejo tudi zmozˇnost lokalnega upravljanja in natancˇnega prilagajanja
krivulj svojim potrebam. Tukaj pa na vrsto pridejo kompleksnejˇse oblike.
Te v svoji osnovi temeljijo na osnovnih polinomskih oblikah, katere nadalje
nadgradijo tako, da omogocˇijo uporabniku enostavno lokalno manipulacijo.
Najbolj znane in najpogosteje uporabljane med njimi so zlepki.
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2.2.1 Odsekoma polinomske krivulje
Osnovna ideja, ki je pripeljala do pojave odsekoma polinomskih krivulj je:
“Krivuljo je mogocˇe opisati po delih”. Odsekoma polinomske krivulje so tako
razdeljene na kopico delcev (v tem diplomskem delu bodo imenovani odseki),
od katerih je vsak opisan s svojim polinomom (ter pripadajocˇo spremenljivko
na dolocˇenem intervalu) in se stika s prejˇsnjim in naslednjim sosedom. Sle-
dnje seveda ne velja za robne odseke, katerim manjka eden izmed sosedov.
S taksˇnim opisom krivulje se izgubijo tezˇave osnovnih polinomskih zapi-
sov: Krivuljo je mogocˇe razdeliti na taksˇne odseke, da so posamezni polinomi,
ki jo sedaj sestavljajo, razmeroma majhni in tako lazˇje obvladljivi. Hkrati
pa se izgubi odvisnost med oddaljenimi odseki, kar omogocˇi lokalno manipu-
lativnost - zapis krivulje je namrecˇ mogocˇe spreminjati tako, da sprememba
na enem odseku krivulje ne vpliva na ostale, razmeroma oddaljene odseke
[6].
Slika 2.3: Zdruzˇitev dveh manjˇsih polinomov v vecˇjo krivuljo
2.2.2 Povezanost krivulje
Odsekoma polinomske krivulje v osnovni obliki nimajo nobenih omejitev,
ki bi urejale kako se njihovi zaporedni odseki zdruzˇujejo med seboj. Tako
lahko krivulja vsebuje tudi kote ali pa je celo taka, da se njeni odseki sploh ne
stikajo med seboj. Take krivulje pa seveda v praksi niso zazˇelene. Obratno
so krivulje, ki bolj ustrezajo nasˇi subjektivni definiciji krivulje (v grobem: so
iz ene neprekinjene cˇrte, nimajo kotov in so cˇim bolj gladke), bolj prijetne
na pogled in zato imenovane lepe.
Lepota krivulje pa ni izkljucˇno subjektivna, saj jo je namrecˇ mogocˇe
popolnoma matematicˇno opisati. Lepoto oznacˇuje stopnja povezanosti Cx
[16].
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Stopnja povezanosti je definirana kot najviˇsja stopnja zvezne odvedlji-
vosti vzdolˇz celotne krivulje (razen v koncih krivulje).
Cˇe je torej krivulja po vsej svoji dolzˇini zvezno odvedljiva k-krat, a ne (k+1)-
krat, se krivuljo oznacˇi s stopnjo povezanosti Ck. V primeru, da krivulja ni
niti zvezna (zvezna odvedljivost stopnje 0), se ta “krivulja” oznacˇi kot nepo-
vezana.
Slika 2.4: Nezvezna “krivulja” - nepovezana (1),
neodvedljiva krivulja - C0 (2)
in lepa krivulja - C≥1 (3)
Tako je na primer krivulja, ki je po vsej svoji dolzˇini zvezno odvedljiva,
na prvi pogled lepa, a za izkusˇeno oko je ocˇitno, da jo krivulja z dvojno
zvezno odvedljivostjo po vsej dolzˇini prekasˇa v gladkosti in posledicˇno tudi v
lepoti. Viˇsjih stopenj povezanosti cˇlovesˇko oko na zˇalost ne razlikuje dobro,
zato se v praksi le redko uporabljajo krivulje z viˇsjo stopnjo povezanosti kot
C2 - uporabniki namrecˇ ne opazijo razlike, zagotavljanje viˇsje povezanosti pa
mocˇno povecˇa racˇunsko zahtevnost pri manipulaciji s krivuljami.
V splosˇnem je namen in zˇelja vsake manipulacije krivulj, da spremembe
ohranjajo stopnjo povezanosti krivulje. Zaradi tega je smiselno omejiti upo-
rabnikove mozˇnosti tako, da lahko posamezno krivuljo preoblikuje le v eno
izmed krivulj z enako (ali viˇsjo) stopnjo povezanosti. Pri osnovnih polinomih
je to samoumevno, saj krivulja drugacˇe ne more obstajati; pri sestavljenih
krivuljah pa je zaradi sposobnosti lokalne manipulacije enako stopnjo po-
vezanosti mnogo tezˇje zagotoviti. Edini nacˇin je, da se zˇrtvuje del popolne
lokalnosti manipulacije, tako da se blizˇnja okolica spremembe lahko prilagodi
in ohrani stopnjo povezanosti, a posledicˇno je lastnost manipulacije sedaj lo-
kalna le za dolocˇeno blizˇnje obmocˇje. V praksi blizˇnje obmocˇje predstavlja
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p−1-odsekov krivulje (p je stopnja krivulje) pred in za tocˇko manipulacije in
izkazˇe se, da izguba popolne lokalnosti ni tako tezˇavna, cˇe je le p dovolj maj-
hen ali cˇe krivuljo sestavlja dovolj veliko odsekov, da sprememba ne vpliva
na prevelik del krivulje.
2.3 Zlepek
Zlepljena krivulja (ang. spline curve) je povezana, odsekoma polinom-
ska krivulja, ki jo sestavljajo zlepki.
Odsek krivulje imenujemo obmocˇje med dvema tocˇkama, imenovanima
vozla. Odseki se med seboj stikajo izkljucˇno v sprednjem in zadnjem koncu
(to ne velja za odseke na koncih krivulje) in skupaj sestavljajo krivuljo. Po-
navadi so sestavljeni iz enega samega zlepka (npr. hermitski zlepki) in v teh
primerih sta pojma med seboj ekvivalentna. Pri nekaterih pa so zdruzˇena
vrednost vecˇ zaporednih zlepkov (npr. bazni zlepki). Velja pa, da je odsek
zmeraj mogocˇe zapisati z enim samim polinomom.
Ta pojem ni del standardne definicije zlepkov in bo v tej diplomski nalogi
sluzˇil izkljucˇno za lazˇje razumevanje.
Zlepek (ang. spline) je funkcija, ki je sestavljena iz enega (npr. hermit-
ski zlepki) ali vecˇ (npr. bazni zlepki) polinomov. V primeru, da ga sestavlja
en sam polinom, je zlepek definiran med dvema zaporednima vozloma in ek-
vivalenten odseku na tem obmocˇju. V drugem primeru, kjer ga sestavlja vecˇ
polinomov, pa se zlepek razteza preko vecˇ vozlov in med vsakim parom le-teh
ga definira drug polinom.
Najbolj bistveno pa je, da ta funkcija sluzˇi kot sestavni del zlepljene krivulje.
Slovensko ime izvira iz besedne igre, da se zlepki “zlepijo” med seboj in
tako skupaj ustvarijo zlepljeno krivuljo [19]. Anglesˇko ime pa izvira iz besede
“spline”, ki je oznacˇevala tanke lesene deske, ki so jih ladjedelci ukrivili in
ukrivljene zlepili skupaj tako, da so obdrzˇale ukrivljenost. Slednje so nato
uporabili pri izgradnji ukrivljenih ladijskih trupov in kasneje tudi pri avto-
mobilih in letalih ter sˇe pogosteje kot pomocˇ pri risanju krivulj. A bistven
pri tem je koncept, da so uspeli iz majhnih kosˇcˇkov ustvariti vecˇjo gladko
krivuljo.
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2.3.1 Osnovna matematicˇna definicija
Zlepljena krivulja je preslikava
S : [a, b]→ R,
S(t) =
n
i=0
Pi(t),
kjer interval [a, b] sestavlja k podintervalov [ti−1, ti], za katere velja
a = t0 < t1 < t2 < ... < tk−1 < tk = b,
ter Pi(t) oznacˇuje i-ti odsek/zlepek, tako da velja
∀i ∈ {1, 2, ..., k} : Pi : [ti−1, ti]→ R.
Vsi ti zlepki pa zaporedoma gradijo krivuljo (vir [17])
S(t) = P1(t), t0 ≤ t ≤ t1,
S(t) = P2(t), t1 ≤ t ≤ t2,
...
S(t) = Pk(t), tk−1 ≤ t ≤ tk.
Tako je definirana splosˇna krivulja brez kakrsˇne koli povezanosti. Slednjo je
mogocˇe zagotoviti z dodatnimi omejitvami.
2.3.2 Lastnosti zlepkov
1. Zveznost - tudi C0 povezanost
P1(t1) = P2(t1),
P2(t2) = P3(t2),
...
Pk−1(tk−1) = Pk(tk−1).
2. Povezanost stopnje n
t+ := lim
ϵ→0
(t+ ϵ),
t− := lim
ϵ→0
(t− ϵ),
∀t ∈ (a, b), ∀j ∈ [1, n] : S(t+)(j) = S(t−)(j).
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3. Stopnja ali red (oznacˇeno s p) zlepka je definirana kot stopnja najviˇsje-
stopenjskega polinoma, ki ga sestavlja.
Stopnja ali red zlepljene krivulje pa je definirana kot najviˇsja stopnja
zlepka, ki jo sestavlja.
4. Krivulja je enotna oziroma kardinalna, cˇe so vsi intervali [ti−1, ti]
enake dolzˇine.
Pogosto tudi zvezne odvedljivosti ni potrebno preverjati v vsaki tocˇki.
Cˇe so vsi polinomi zvezno odvedljivi vsaj do stopnje p, je dovolj preveriti le
odvedljivost v vozlih, da lahko dokazˇemo povezanost Cp celotne krivulje:
∀j ∈ {0, 1, ..., p} :
P1(t1)
(j) = P2(t1)
(j),
P2(t2)
(j) = P3(t2)
(j),
...
Pk−1(tk−1)(j) = Pk(tk−1)(j).
Povsem mogocˇe in dovoljeno je, da je krivulja sestavljena iz razlicˇno sto-
penjskih zlepkov, a to se v praksi ne dogaja. Mnogo enostavneje je, da so vsi
zlepki enake stopnje, saj so tako vsi lahko dolocˇeni na enak nacˇin. Tako je
tudi stopnja krivulje enaka stopnji vsakega izmed zlepkov.
V nadaljevanju te diplomske naloge bo enakost stopenj zlepkov privzeta
(p v nadaljevanju ozancˇuje tudi stopnjo zlepljene krivulje). Kljub temu pa je
mogocˇe skoraj vsako izmed definicij v nadaljevanju ustrezno prilagoditi, da
podpira polinome razlicˇnih stopenj.
2.3.3 Tipi zlepkov
Obstaja veliko razlicˇnih tipov zlepkov. Vsak tip v grobem predstavlja
svojo podvrsto zlepkov, ki se od drugih razlikujejo po nacˇinu zapisa, po la-
stnostih ali pa po nacˇinu gradnje krivulje. Posamezen zlepek lahko pripada
vecˇ razlicˇnim tipom in tako pridobi bolj specificˇne lastnosti, kar obicˇajno
omogocˇi enostavnejˇso manipulacijo. V nadaljevanju bo omenjenih nekaj naj-
pogostejˇsih tipov, a potrebno se je zavedati, da jih obstaja sˇe vecˇ in obstajajo
tudi razlicˇice podanih definicij [1].
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Hermitski zlepki
Hermitski zlepek je najpreprostejˇsi zlepek s stopnjo povezanosti C1. V
to vrsto zlepkov spada vsak zlepek, ki je definiran le s kombinacijo vozlov,
odvodov in viˇsjih odvodov v svojih vozlih. Posamezen zlepek vsebuje le en
polinom in popolnoma dolocˇa en odsek krivulje.
Taksˇno krivuljo je tudi zelo enostavno dolocˇiti. Vsakega izmed vozlov, z
izjemo robnih vozlov, si seveda delita dva zlepka in hkrati z njim si delita
tudi vse odvode, definirane v njem. Tako je informacija posameznega vo-
zla uporabljena za dolocˇitev dveh odsekov krivulje. Obratno velja, da vsak
polinom dobi informacije za svojo dolocˇitev iz dveh vozlov. Zato mora biti
v vsakem vozlu dolocˇena ravno polovica vseh potrebnih informacij za posa-
mezen zlepek, torej (p + 1)/2 za zlepek stopnje p. Sˇtevilo vozlov je zaradi
dodatnega robnega vozla za eno vecˇje od sˇtevila zlepkov: n.
Koncˇno: Krivulja je tako popolnoma dolocˇena z
(p+ 1)(n+ 1)
2
elementi in-
formacij.
(a) Kubicˇni hermitski zlepek (b) Hermitska kubicˇna krivulja
Slika 2.5: Hermitski zlepek in krivulja
OPOMBA 1: Cˇe je krivulja sklenjena, ne potrebujemo dodatnega vozla in
zadosˇcˇa zˇe (p+ 1)n/2 elementov informacij.
OPOMBA 2: V praksi pogosto uporabljamo zlepke lihe stopnje, saj imajo
tako lahko vsi vozli enako kolicˇino informacij, ki dolocˇajo zlepke. V naspro-
tnem primeru vsak zlepek zahteva liho sˇtevilo enot informacij, kar pomeni,
da sosednja vozla ne moreta biti dolocˇena z enako kolicˇino informacij (izje-
moma je mogocˇe dovoliti predolocˇenost, a to ni dobra praksa).
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PRIMER: Dolocˇitev hermitskega zlepka stopnje 3:
zahtevano

vi - i. tocˇka
vi+1 - (i+1). tocˇka
oi - odvod v i. tocˇki
oi+1 - odvod v (i+1). tocˇki
Hi(t) =

a0 + a1t+ a2t
2 + a3t
3 ; ti ≤ t ≤ ti+1
0 ; sicer
vi = Hi(t = ti) = a0 ,
vi+1 = Hi(t = ti+1) = a0 + a1 + a2 + a3 ,
oi = H
′
i(t = ti) = a1 ,
oi+1 = H
′
i(t = ti+1) = a1 + 2a2 + 3a3 .
Tako je posamezen hermitski zlepek popolnoma dolocˇen [11]. Krivulja, ki jo
sestavlja n hermitskih zlepkov, pa je prav tako povsem preprosta:
S(t) =
n
i=0
Hi(t) .
Be´zierjevi zlepki
Be´zierjev zlepek je zlepek, katerega zapis je izrazˇen v Be´zierjevi obliki (z
osnovnimi Bernsteinovimi polinomi) [13]. Be´zierjeva krivulja pa se ime-
nuje krivulja, sestavljena iz mnozˇice zaporedno povezanih Be´zierjevih zlep-
kov.
Be´zierjev zlepek je sestavljen iz linearnih kombinacij poti med tocˇkami,
kar je jasno razvidno iz definicije. Slednja za gradnjo zlepka zahteva mnozˇico
p+1 kontrolnih tocˇk od r0 do rp, kjer p oznacˇuje stopnjo tega zlepka. Robni
tocˇki oznacˇujeta zacˇetek oziroma konec zlepka in sta edini tocˇki, ki nujno
lezˇita na njem. Vsem ostalim pa se zlepek le priblizˇa.
Rekurzivna definicija Be´zierjevega zlepka [15] se glasi:
Br0(t) = r0, t ∈ [0, 1] ,
Br0r1...rn(t) = (1− t)Br0r1...rn−1(t) + tBr1r2...rn(t), t ∈ [0, 1] .
Gradnjo Be´zierjevega zlepka si je mogocˇe dokaj enostavno predstavljati s
pomocˇjo premicˇnih tocˇk, ki potujejo vzdolzˇ daljic in spotoma riˇsejo krivuljo.
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Z izrazom, da premicˇna tocˇka “nariˇse” krivuljo, je miˇsljeno, da je pot, po
kateri tocˇka potuje, celotna in polna zaloga vrednosti Bernsteinovega poli-
noma, ki dolocˇa zlepek. Torej ta tocˇka zmeraj obstaja le na tem zlepku.
Za pomocˇ pri razumevanju glej sliko 2.6.
1 Najosnovnejˇsi linearen (red 1) Be´zierjev zlepek izgleda kot daljica in ga
nariˇse premicˇna tocˇka, ki potuje od prve kontrolne tocˇke do druge (to
sta hkrati tudi robni tocˇki, zato se zlepek v eni pricˇne in v drugi koncˇa).
2 Kvadraten (red 2) Be´zierjev zlepek je malo bolj kompleksen, ker vsebuje sˇe
eno kontrolno tocˇko in je za razliko od linearnega dejansko ukrivljen.
Njegovo gradnjo si je mogocˇe predstavljati s pomocˇjo dveh dodatnih
premicˇnih tocˇk, kjer prva potuje od prve kontrolne tocˇke do druge,
druga pa od druge kontrolne tocˇke do tretje. Premicˇna tocˇka, ki de-
jansko ustvari krivuljo pa socˇasno potuje vzdolzˇ daljice, ki je razpeta
med prvi dve premicˇni tocˇki. Ta daljica je posledicˇno tangentna na
krivuljo v vsaki tocˇki in ker spreminja svoj polozˇaj zaradi premikanja
prvih dveh premicˇnih tocˇk ustvari ukrivljenost zlepka.
n Rekurzivna definicija nadaljuje pravilo tudi pri viˇsjih stopnjah, le da je
tokrat vecˇ premikajocˇih se daljic. Tocˇka, ki nariˇse zlepek, potuje po
daljici, ki je razpeta med dve potujocˇi tocˇki, ki sta vsaka na svoji daljici.
Nadalje je vsaka od teh daljic razpeta med dve tocˇki, ki drsita vsaka
po svoji daljici. Vzorec se rekurzivno nadaljuje vse do zadnjih tocˇk, ki
so nepremicˇne kontrolne tocˇke.
Be´zierjevi zlepki se uporabljajo v enakih situacijah kot vsi ostali zlepki.
Poleg tega pa jih njihov poseben nacˇin gradnje naredi idealne za uporabo v
animacijah. S spreminjanjem ene same spremenljivke je mogocˇe dosecˇi, da se
tocˇka premika po dolocˇeni krivulji (seveda ni nujno, da tocˇka za sabo pusˇcˇa
sled tako kot na sliki 2.6).
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Slika 2.6: Postopek generiranja Be´zierjevega zlepka (zgoraj)
Dokoncˇan zlepek (spodaj) [15]
Kubicˇni zlepki
Kubicˇni zlepek je vsak zlepek reda 3.
To pomeni, da je vsak polinom, ki ga sestavlja, popolnoma dolocˇen s 4
enotami informacij. Slednje so lahko tocˇke, skozi katere gre ali pa se jim
le priblizˇa, odvodi in viˇsji odvodi v izbranih tocˇkah, ipd. Glavno je, da
uporabnik vsakemu polinomu priredi 4 enote informacij, cˇe zˇeli da je zlepek
natancˇno in enolicˇno dolocˇen.
Ta tip zlepkov je posebej popularen zaradi prej omenjenega razmerja med
lepoto zlepka in majhno kompleksnostjo. Je namrecˇ najnizˇji tip, ki omogocˇa
povezanost C2 ter ima hkrati sˇe zmeraj relativno preprost zapis.
Pogosto sta v uporabi tudi imeni za zlepke reda 1 - linearni zlepki - in za
zlepke reda 2 - kvadratni zlepki.
Catmull-Rom zlepki
Hermitski zlepek ima veliko prakticˇno pomanjkljivost. Pri dolocˇanju
zlepka so namrecˇ udelezˇene hkrati tocˇke in odvodi, zato zna dolocˇanje teh
zlepkov postati utrudljivo. Catmull-Rom zlepek resˇi to tezˇavo tako, da defi-
nicijo popolnoma prenese na tocˇke. Odvodi sedaj niso vecˇ potrebni [11].
Catmull-Rom zlepek je posebna vrsta kubicˇnega zlepka. Za svojo dolocˇitev
krivulja potrebuje n+2 tocˇki, kjer je n sˇtevilo zlepkov, ki jo sestavljajo. Ideja
definicije je podobna definiciji hermitskih zlepkov, z izjemo da se v tem pri-
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meru odvod v vozlu i dolocˇi kot naklon navidezne premice skozi vozla i− 1
in i + 1. Skozi robna vozla zlepek ne gre in ta dva obstajata samo za-
radi dolocˇanja odvodov na robovih zlepka. Ker je Catmull-Rom zlepek tudi
kubicˇni zlepek, je en odvod v vsakem vozlu skozi katerega potuje, dovolj.
Stroga dolocˇenost odvoda v vozlih pa dejansko pripomore h lepoti zlepka,
saj zagotovi povezanost C1. Poleg te pa ima Catmull-Rom zlepek sˇe eno zelo
uporabno lastnost: krivulja gre skozi vse podane vozle (razen skrajnih dveh).
Tako je Catmull-Rom krivuljo mogocˇe uporabiti tudi za interpolacijo tocˇk.
Interpolacija je postopek prireditve funkcije mnozˇici tocˇk tako, da vse tocˇke
lezˇijo na tej funkciji. Pri tem je po sistemu Ockhamove britve zazˇeljeno, da
je funkcija cˇim preprostejˇsa.
Slika 2.7: Nacˇin generiranja Catmull-Rom in napetostnih zlepkov (vir [11])
Dolocˇitev Catmull-Rom zlepka je v grobem enaka dolocˇitvi Hermitskega
zlepka:
zahtevano

vi - i. tocˇka
vi+1 - (i+1). tocˇka
... (odvisno od stopnje)
Le da so odvodi, ki morajo pri Hermitskih zlepkih podani, tukaj izracˇunani:
oi = vi+1 − vi−1 ,
oi+1 = vi+2 − vi ,
... (odvisno od stopnje).
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Napetostni zlepki
Ta vrsta zlepkov je posplosˇitev Catmull-Rom zlepkov z napetostnim pa-
rametrom τ , ki dolocˇi napetost krivulje [11]. Vrednost τ > 0 stisne krivuljo
blizˇe vozlom, vrednost τ < 0 pa jo v okolici vozla bolj sprosti. Pri vrednosti
τ = 0 pa napetostni zlepek postane Catmull-Rom zlepek.
Slika 2.8: Napetost napetostnega zlepka glede na parameter τ
Popravki pri izracˇunih odvodov za napetostne zlepke:
oi = τ(vi+1 − vi−1) ,
oi+1 = τ(vi+2 − vi) ,
... (odvisno od stopnje).
B-zlepki
B-zlepki so posplosˇitev Be´zierjevih zlepkov. Dodan imajo seznam voz-
lov, ki dodatno ureja gradnjo krivulje. S tem pa so pridobili tudi cel kup
zanimivih lastnosti, ki bodo obdelani v naslednjem poglavju.
NURBS
Kratica oznacˇuje Non Uniform Rational B-Spline kar v prevodu pomeni
neenakomeren racionalen bazni zlepek. Seveda je NURBS generalizacija B-
zlepka in ima nekatere dodatne lastnosti, ki mu omogocˇajo vecˇjo uporabnost
pri nekaterih nalogah, ki zahtevajo, da krivulja ponekod postane bolj ostra
in stisnjena. NURBS je eden najbolj uporabljanih tipov zlepkov pri CAD
modeliranju.
Lastnost neenakomernosti dovoljuje, da so odseki krivulje lahko poljubno lo-
kalno raztegljivi, ne da bi bistveno vplivali na ostali del krivulje.
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Lastnost racionalnosti pa omogocˇa, da se zlepek bolj stisne/priblizˇa dolocˇenim
kontrolnim tocˇkam. Kolicˇina priblizˇanja dolocˇeni tocˇki je dolocˇena relativno
na kolicˇino priblizˇanja ostalim tocˇkam, kakor je razvidno iz spodnje definicije
krivulje. Ta vrednost priblizˇanja za zlepek i je v bistvu utezˇ, ki jo dolocˇa
dodatna spremenljivka wi.
NURBS krivulja je definirana z enacˇbo:
S(t) =
n
i=0
Ni,p(t)riwi
n
i=0
Ni,p(t)wi
,
kjer je Ni,p(t) obicˇajen B-zlepek (definicija v poglavju 4.2).
Vecˇ o teh krivuljah si je mogocˇe prebrati v knjigi [8] in cˇlanku [7].
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Poglavje 3
Kardinalni B-zlepki
3.1 Vozli
Definiranje vozlov kot koordinatne tocˇke, kjer se stikajo polinomi, ni vecˇ
potrebno. Povsem zadosˇcˇa zˇe seznam sˇtevil na dolocˇenem kompaktnem in-
tervalu, ki dolocˇajo kje na krivulji se posamezni vozli nahajajo. Polozˇaj
posameznega sˇtevila na intervalu sovpada s polozˇajem vozla na krivulji. V
nadaljevanju bo pri B-zlepkih zabrisana razlika med vozlom, dolocˇenim s
koordinatami kot dejanska tocˇka sticˇiˇscˇa polinomov na grafu, in vozlom,
zapisanim kot razmerje med oddaljenostjo od robov krivulje. Oba zapisa
dolocˇata isti vozel in tato je mogocˇe dokaj enostavno pretvoriti enega v dru-
gega. Natancˇnejˇsa definicija zapisa z razmerji pa je tukaj zelo odprta in se
lahko razlikuje med implementacijami, a najpogosteje so vozli zapisani kot
nepadajocˇe zaporedje sˇtevil : U = {u0 ≤ u1 ≤ u2 ≤ ... ≤ um}. Obicˇajno so
taksˇni zapisi poravnani na cela sˇtevila ali pa so omejeni na interval [0, 1], kjer
nadalje sledi u0 = 0 in um = 1.
Tukaj je razmerje velikosti odsekov krivulje skrito v razliki med posame-
znima vozloma, kar omogocˇa preprost izracˇun dolzˇine posameznega odseka.
Taksˇna definicija dovoljuje tudi t.i. vecˇkratne vozle, kjer je razlika med
sosednjima vozloma enaka 0, vsi ostali pa so preprosti vozli.
V primeru da so razdalje med vozli enake in so posledicˇno vsi odseki
krivulje med seboj enako veliki, se zlepki imenujejo kardinalni B-zlepki
[10].
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3.2 Osnovni B-zlepki
Cox-de Boor-ova rekurzivna formula za definicijo B-zlepka potrebuje
seznam vozlov U , ter sˇe en parameter, stopnjo zlepka, oznacˇeno s p (vir
[2],[5]).
i-ti B-zlepek je tako definiran:
Ni,0(x) =

1 ; ui ≤ x < ui+1
0 ; sicer
,
Ni,p(x) =
x− ui
ui+p − uiNi,p−1(x) +
ui+p+1 − x
ui+p+1 − ui+1Ni+1,p−1(x).
Torej, cˇe je stopnja nicˇ (p = 0), so zlepki v bistvu enotske funkcije za
izbrani interval med dvema sosednjima vozloma.
Primer: N1,0 = 1 na intervalu [1, 2) in 0 povsod drugod.
Slika 3.1: B-zlepki stopnje 0
Za izracˇun zlepkov viˇsjih stopenj se uporabi rekurzivna shema, tako da
se iz dveh zlepkov nizˇje stopnje zgradi viˇsjestopenjski zlepek. Slednji je tako
definiran na uniji obmocˇij obeh zlepkov, ki ga sestavljata, kot utezˇena vsota
istolezˇnih polinomov teh dveh zlepkov, ter povsod drugje z vrednostjo 0.
Primer: Generiranje prvega 1-stopenjskega (p = 1) B-zlepka pri enostav-
nih vozlih U = {0, 1, 2, 3}. Tak zlepek ima formulo:
N0,1(x) =
x− u0
u1 − u0N0,0(x) +
u2 − x
u2 − u1N1,0(x) ,
ter z vstavljenimi vozli:
N0,1(x) = xN0,0(x) + (2− x)N1,0(x) .
Rezultat je zlepek stopnje 1, ki ima podobo strehe.
3.2. OSNOVNI B-ZLEPKI 23
Slika 3.2: Sestavljen zlepek stopnje 1 iz zlepkov na sliki 3.1
Primer: B-zlepek stopnje 2 se zgradi na podoben nacˇin. Iz definicije pride
za prvi 2-stopenjski zlepek pri enostavnih vozlih U = {0, 1, 2, 3} naslednja
enacˇba:
N0,2(x) =
x− u0
u2 − u0N0,1(x) +
u3 − x
u3 − u1N1,1(x) ,
ter z vstavljenimi vozli:
N0,2(x) = 0.5xN0,1(x) + 0.5(3− x)N1,1(x) .
Resˇitev te enacˇbe so 3 zaporedni polinomi, ki sestavljajo B-zlepek:
• x ∈ [0, 1]: N0,2(x) = 0.5x2
• x ∈ [1, 2]: N0,2(x) = 0.5x(−3 + 6x− 2x2)
• x ∈ [2, 3]: N0,2(x) = 0.5(3− x)2
Slika 3.3: Postopek sestavljanja zlepka stopnje 2
Pri zlepku stopnje 2 se koncˇno prikazˇe ukrivljenost. Ta ima stopnjo po-
vezanosti C1 - je zvezen in enkrat zvezno odvedljiv v vsaki tocˇki.
Viˇsji B-zlepki se gradijo po istem sistemu. Vsak naslednji pa ima za 1
viˇsjo stopnjo povezanosti, a hkrati je (predvsem zaradi rekurzivne gradnje)
bolj zahteven za izracˇun in uporabo.
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(a) B-zlepek stopnje 2 (b) B-zlepek stopnje 3
(c) B-zlepek stopnje 4
Slika 3.4: B-zlepki viˇsjih stopenj in njihovi odvodi [14]
3.3 Kardinalnost
Kardinalnost oznacˇuje lastnost B-zlepkov, da imajo ekvidistantne vozle.
To v grobem pomeni, da se vsi polinomi enako odzivajo na lokalno manipu-
lacijo in so posledicˇno mnogo prijetnejˇsi za upravljanje. Dodatna dobrodosˇla
posledica je tudi ta, da postane vektor vozlov nepotreben. Popolnoma dovolj
je namrecˇ le sˇe sˇtevilo vozlov oziroma sˇtevilo polinomov.
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3.4 Definicija
Definicija kardinalnih B-zlepkov je v bistvu le poenostavljena definicija
osnovnih B-zlepkov, kjer je p stopnja zlepka [3], [14]:
Ni,0(x) =

1 ; 0 ≤ x < 1
0 ; sicer
,
Ni,p(x) =
 1
0
Ni,p−1(x− t)dt, p > 1 .
Razlicˇni zlepki iste stopnje so tako le zamaknjene kopije drug drugega.
Cˇe v nadaljevanju pri zlepku ne bo zapisane zaporedne sˇtevilke zlepka i, se
obravnava nanasˇa na vse zlepke dolocˇene stopnje.
3.5 Lastnosti
Kardinalni B-zlepek podeduje skoraj vse lastnosti B-zlepka, razen seveda
mozˇnosti spreminjanja razdalje med vozli. A zato pa pridobi nove, vcˇasih
sˇe uporabnejˇse lastnosti - niso namrecˇ zaman najpogosteje uporabljani zlepki.
Nekatere izmed pomembnejˇsih lastnosti [18] so:
1. Zlepek Np(x) je nenicˇeln na odprtem intervalu (0, p).
2.
∞
k=−∞
Np(x− k) = 1 za vse x.
3. Zlepek Np(x) je simetricˇen pri x =
p
2
, torej velja Np(
p
2
−x) = Np(p
2
+x).
4. Odvod zlepka je N ′p(x) = Np−1(x)−Np−1(x− 1).
5.
∞
−∞Np(x)dx = 1.
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Poglavje 4
Krivulje v racˇunalniku
Zapis in shranjevanje krivulje v racˇunalniku je v globino razdelalo prvo
poglavje. Toda sam zapis je potrebno graficˇno prikazati, da si uporabnik
lahko izgled krivulje tudi ogleda. Polinomski zapis izpostavi veliko uporab-
nih lastnosti krivulje, a vizualna predstavitev ni ena izmed njih.
4.1 Risalna povrsˇina
Obmocˇje za risanje se imenuje kanvas (ang. canvas) in oznacˇuje prostor
na zaslonu, kjer lahko obstaja vizualna reprezentacija krivulj. Kot prvo je
potrebno na kanvasu dolocˇiti koordinatni sistem, ki zajema koordinate in iz-
hodiˇscˇe. S tem se ustvari referenca za gibanje in obliko krivulje. Vsaki tocˇki
na kanvasu je sedaj mogocˇe prirediti enolicˇne koordinatne vrednosti.
Potrebno se je zavedati, da cˇeravno je govora o tocˇkah in cˇrtah na kan-
vasu, so v praksi vsi ti objekti predstavljeni z njihovimi dvodimenzionalnimi
razlicˇicami. Tocˇka je na kanvasu predstavljena z majhnim polnim krogom,
omejena ravna cˇrta pa z zelo ozkim polnim pravokotnikom. Na dvodimenzi-
onalnem kanvasu so namrecˇ predstavljivi le dvodimenzionalni objekti.
4.2 Diskretizacija
Objekt v vektorski reprezentaciji ima lahko neskoncˇno natancˇnost. Toda
zaradi diskretnosti pikslov, ki sestavljajo kanvas, tega objekta ni mogocˇe
predstaviti v neskoncˇni natancˇnosti. Tu pride na vrsto postopek diskreti-
zacije, kjer se zvezen zapis v vektorski reprezentaciji spremeni v diskreten
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zapis. Postopek je preprost: Za vsak piksel je mogocˇe dolocˇiti odstotek ko-
liko piksla lezˇi znotraj izbranega lika in na podlagi tega odstotka se pikslu
priredi ustrezna barva. To je potrebno izracˇunati za vse piklse, ki vsaj delno
lezˇijo na liku, in rezultat je vizualna predstavitev lika s piksli. Vecˇ kot je pi-
kslov na kanvasu in na ekranu, bolj zvezen in posledicˇno tudi gladek izgleda
predstavljeni lik, kar pa je velikega pomena pri predstavitvi krivulj.
Na primer: Piksel, ki v celoti lezˇi na cˇrnem pravokotniku daljice, bo po-
polnoma cˇrne barve. Piksel, skozi katerega tecˇe rob daljice, pa bo sive barve
ob predpostavki, da je ozadje bele barve. Odtenek sive barve pa je odvisen od
kolicˇine piksla, ki lezˇi znotraj lika. V primeru, da se v pikslu stika vecˇ likov,
pa je seveda barva piksla utezˇeno povprecˇje vseh barv, ki ga sestavljajo.
Slika 4.1: Diskretizacija krivulje
4.3 Daljice
Najpreprostejˇsa omejena krivulja je seveda daljica in posledicˇno tudi
najlazˇje predstavljiva. Za svojo definicijo potrebuje le dve tocˇki in podano
debelino. Tak pravokotnik ima enostavno predstavitev in ga je posledicˇno
tudi enostavno opisati s piksli. Mnogi graficˇni programi imajo vgrajene funk-
cije za risanje daljic ravno zaradi enostavnosti in pogostosti risanja ravnih
cˇrt. Krivulja pa po drugi strani ni tako preprosta, zato jo je narisati veliko
tezˇje.
Pogosto se za opis kompleksnejˇsih elementov uporablja preprostejˇse. In
tako je mogocˇe storiti tudi pri krivuljah. Posamezno krivuljo se v praksi
opiˇse z mnozˇico majhnih daljic in nato vsako daljico nariˇse na kanvas. Vecˇ
kot je teh daljic, manj so opazni prelomi v njihovih sticˇiˇscˇih, a hkrati je risa-
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(a) Majhno sˇtevilo daljic (b) Veliko sˇtevilo daljic
Slika 4.2: Narisane krivulje z razlicˇnim sˇtevilom daljic
nje krivulje zahtevnejˇse. Potrebno je najti neko sprejemljivo razmerje med
gladkostjo narisanega in racˇunsko zahtevnostjo.
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Poglavje 5
Krivulje iz kardinalnih
B-zlepkov
5.1 Lokalna manipulacija
Kakor zˇe omenjeno, lokalna manipulacija omogocˇa spreminjanje manjˇsega
dela krivulje, ne da bi spremembe vplivale na bolj oddaljene dele. Pri kardi-
nalnih B-zlepkih je najmanjˇsi samostojen del kar posamezen polinom zlepka.
Nacˇinov za majhno spremembo polinoma je sicer kar nekaj, a nacˇin, ki naj-
enotneje spremeni celoten polinom, je utezˇitev polinoma - mnozˇenje ce-
lotnega polinoma z dolocˇeno spremenljivko, ki se imenuje tudi utezˇ. Ta v
grobem dolocˇa kako mocˇno bo v gradnji zlepka izpostavljen vpliv tega poli-
noma. Vecˇja kot je utezˇ, bolj pride vpliv tega polinoma do izraza.
Utezˇ je ponavadi upodobljena na kanvasu v blizˇini pripadajocˇega poli-
noma kot t.i. kontrolna tocˇka. Premikanje te tocˇke omogocˇa uporabniku
zelo enostavno lokalno manipulacijo z zlepkom.
Dodajanje kontrolne tocˇke ri za vsak B-zlepek Ni,p(t) koncˇno omogocˇi
definicijo krivulje (vseh) B-zlepkov:
S(t) =
n
i=0
riNi,p(t) .
5.2 Redefiniranje
De Boor-ov osnovni algoritem je enostaven in preprost za razumevanje,
a zelo neprakticˇen za uporabo. Postopek zahteva rekurziven izracˇun vseh
vrednosti zlepkov nizˇje stopnje za vsako izbrano tocˇko in nekatere izmed teh
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je potrebno izracˇunati celo vecˇkrat. Za izracˇun vrednosti krivulje v tocˇki t0:
S(t0) je potrebno za ∀ k = p, p− 1, ... 1, 0 izracˇunati vse vrednosti zlepkov
Ni,k(t0), ki so nenicˇelni v tej tocˇki. In vse to je potrebno za izracˇun vrednosti
v le eni sami tocˇki. To je izredno racˇunsko potraten nacˇin.
Slika 5.1: Gradnja koeficientov
Namesto, da se rekurzivno racˇunajo vrednosti nizˇjih zlepkov, je smiselno
enkrat za vselej izracˇunati vse zlepke neodvisno od t, ki bodo v uporabi pri
gradnji izbrane krivulje. Izracˇun je sicer mnogo kompleksnejˇsi, a potrebno
ga je narediti le enkrat. Vse izracˇunane vrednosti je smiselno shraniti, saj
skupaj vsebujejo potrebno in zadostno kolicˇino informacij za gradnjo krivulje.
5.3 Matricˇna predstavitev
Vsak polinom je popolnoma predstavljen z zaporedjem svojih koeficien-
tov; vektor [a0 a1 a2 a3] je predstavitev polinoma a0 + a1x + a2x
2 + a3x
3.
Kombinacijo polinomov pa je mogocˇe zapisati z matriko M velikosti p× p in
vektorjem utezˇi posameznih polinomov R⃗, ki dolocˇajo koliko prispeva vsak
polinom h gradnji odseka:
s =MR⃗ =

a0 b0 c0 d0 . . .
a1 b1 c1 d1
a2 b2 c2 d2
a3 b3 c3 d3 . . .
...
...


r0
r1
r2
r3
...
 .
Vsak odsek krivulje je dolocˇen z najvecˇ p osnovnimi polinomi, saj imajo
vsi ostali polinomi na izbranem obmocˇju vrednost nicˇ. Nenicˇelni polinomi so
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deli razlicˇnih zlepkov, ki so nenicˇelni na tem odseku, in so utezˇeni s kontrol-
nimi tocˇkami teh zlepkov. Zdruzˇeno tvorijo posamezen odsek krivulje.
Kakor zˇe prej omenjeno, so vsi kardinalni zlepki iste stopnje enaki in po-
sledicˇno so enaki tudi njihovi polinomi. Edini podatek, ki razlikuje zlepke
med seboj, so pripadajocˇe kontrolne tocˇke. Tako je mogocˇe ustvariti enolicˇno
matriko Mp, ki na enoten nacˇin opisuje vpliv vseh zlepkov. Za izracˇun vsa-
kega odseka pa je potrebno tej matriki pristaviti sˇe vektor kontrolnih tocˇk
nenicˇelnih zlepkov. Ta definicija je povsem ekvivalentna De Boor-ovi.
Vecˇ o matricˇnem zapisu glej [4] in [12].
PRIMER: Generiranje matrike kardinalnega kubicˇnega B-zlepka
Na obmocˇju [i, i+ 1] so relevantni polinomi:
yi−1(x) = a0 + a1x+ a2x2 + a3x3 ,
yi(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + b3x
3 ,
yi+1(x) = c0 + c1x+ c2x
2 + c3x
3 ,
yi+2(x) = d0 + d1x+ d2x
2 + d3x
3 .
Ti za svojo definicijo potrebujejo 16 (4 × 4) podatkovnih enot, ki jih je
mogocˇe dobiti z resˇevanjem omejitvenih enacˇb. Naslednjih 15 enacˇb skupaj
zagotavlja povezanost C2.
C0
0 = yi−1(0)
yi−1(1) = yi(0)
yi(1) = yi+1(0)
yi+1(1) = yi+2(0)
yi+2(1) = 0
C1
0 = y′i−1(0)
y′i−1(1) = y
′
i(0)
y′i(1) = y
′
i+1(0)
y′i+1(1) = y
′
i+2(0)
y′i+2(1) = 0
C2
0 = y′′i−1(0)
y′′i−1(1) = y
′′
i (0)
y′′i (1) = y
′′
i+1(0)
y′′i+1(1) = y
′′
i+2(0)
y′′i+2(1) = 0
Za popolno dolocˇenost pa je potrebna sˇe ena enacˇba. Dolocˇimo kar enacˇbo
1 = yi−1(0) + yi(0) + yi+1(0) + yi+2(0),
ki zagotavlja preprosto normalizacijo. Izkazˇe se celo, da ta normalnost velja
za vsak u ∈ [0, 1].
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Te omejitve dolocˇijo vseh 16 koeficientov:
yi−1(x) =
1
6
x3 ,
yi(x) =
1
6
(1 + 3x+ 3x2 − 3x3) ,
yi+1(x) =
1
6
(4− 6x2 + 3x3) ,
yi+2(x) =
1
6
(1− 3x+ 3x2 − x3) .
In matrika koeficientov izgleda takole:
M3 =
1
6

0 1 4 1
0 3 0 −3
0 3 −6 3
1 −3 3 −1
 .
S pomocˇjo te matrike je mogocˇe elegantno zgraditi krivuljo za vsak odsek
med dvema vozloma. Slika 5.3 prikazuje sestavljanje odseka med vozloma
i in i + 1. Vsak izmed sˇtirih zlepkov, ki so nenicˇelni na tem odseku, ima
na tem odseku tocˇno en polinom. Vrednosti teh sˇtirih polinomov se utezˇeno
sesˇtejejo (glede na kontrolne tocˇke zlepkov, ki jim pripadajo) in rezultat je
dokoncˇno dolocˇen odsek krivulje.
Slika 5.2: Sesˇtevanje polinomov ustvari nov polinom
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Slika 5.3: Polinomi zlepkov, ki se sesˇtejejo v posamezen odsek krivulje (brez
utezˇi)
Enacˇba odseka si med vozloma i in i+ 1 se glasi:
si(x) =
= ri−1Ni−1,3(x) + riNi,3(x) + ri+1Ni+1,3(x) + ri+2Ni+2,3(x)
= ri−1yi+2(x) + riyi+1(x) + ri+1yi(x) + ri+2yi−1(x)
=
i+2
j=i−1
rjy4−j(x) .
Iz slike 5.3 in enacˇbe odseka si je razvidno, da h enacˇbi odseka prispe-
vajo: zadnji polinom prvega izmed sˇtirih zlepkov, predzadnji polinom dru-
gega zlepka, ... in prvi polinom zadnjega zlepka. Osnovna formula sicer
ustvari polinome vseh zlepkov na enak nacˇin, a vsak zlepek je lahko utezˇen
z razlicˇno utezˇjo, kar ga naredi razlicˇnega od ostalih. Uposˇtevajocˇ obratno
zaporedje uporabe posameznih polinomov zlepkov pri gradnji krivulje, je po-
trebno popraviti tudi matriko koeficientov [4].
Stolpcem je potrebno le zamenjati vrstni red in to se dosezˇe s prezrcalje-
njem matrike M3 preko navpicˇne osi. Nova matrika M3 je tako:
M3 =
1
6

1 4 1 0
−3 0 3 0
3 −6 3 0
−1 3 −3 1
 .
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Odsek si med vozloma i in i+1 je sedaj mogocˇe izracˇunati tudi s pomocˇjo
matrike:
si(x) = XM3R⃗ =

1 x x2 x3
 1
6

1 4 1 0
−3 0 3 0
3 −6 3 0
−1 3 −3 1


ri−1
ri
ri+1
ri+2
 .
Splosˇno
Zapis krivulje z matriko M je mogocˇe posplosˇiti na zlepke katere koli
stopnje.
Matrika za krivuljo stopnje p je velikosti (p+ 1) krat (p+ 1) in cˇlen Mi,j
je zapisan z enacˇbo:
Mp =

Mi,j

=

1
p!

p
i
 p
m=j
(p−m)i(−1)m−j p+1
m−j

,
kjer je

i
j

binomski koeficient:

i
j

=
i!
j!(i− j)! .
S p+ 1 kontrolnimi tocˇkami v vektorju
R⃗ =

Ri

=

ri, ri+1, ... ri+p
T
in vektorjem potenciranih vrednosti
X =

1, x, x2, ... xp

je tako mogocˇe izracˇunati posamezen odsek zlepljene krivulje:
si(x) = XMpR⃗ .
Krivuljo vsake stopnje kardinalnih B-zlepkov je tako mogocˇe izracˇunati in
narisati zelo preprosto. Najzahtevnejˇsi del je izracˇun matrike, a na srecˇo se
le-ta nikdar ne spreminja, zato jo je potrebno izracˇunati le enkrat za risanje
vseh nadaljnjih krivulj.
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M1 =

2 0
−1 1

Matrika krivulje stopnje 1
M2 =
1
2
 9 −3 0−6 6 0
1 −2 4

Matrika krivulje stopnje 2
M3 =
1
6

1 4 1 0
−3 0 3 0
3 −6 3 0
−1 3 −3 1

Matrika krivulje stopnje 3
M4 =
1
24

625 −655 155 −5 0
−500 780 −300 20 0
150 −330 210 −30 0
−20 60 −60 20 0
1 −4 6 −4 1

Matrika krivulje stopnje 4
Slika 5.4: Izracˇunane matrike krivulj najpogostejˇsih stopenj
5.4 Konca krivulje
Ocˇitno je, da do sedaj nasˇtete definicije ne morejo veljati za konce krivulj.
Tam namrecˇ primanjkuje zlepkov, ki bi jih lahko zdruzˇili v odseke zlepljene
krivulje. Po definiciji odsek krivulje potrebuje p zlepkov oziroma p polino-
mov, vsakega iz svojega zlepka, pri cˇemer je p stopnja krivulje; tega pa ni
mogocˇe zagotoviti na koncih krivulje. Tako je nujno prilagoditi definicijo
tudi za robne primere.
Najpogosteje uporabljan nacˇin je kar ta, da na odsekih med vozli u0 in
up−1 ter med uk−p+2 in uk+1 (na vektorju vozlov U = {u0, u1, ...uk, uk+1}, kjer
je k sˇtevilo zlepkov v krivulji), krivulja preprosto ni definirana, oziroma ima
vrednost nicˇ.
Definicija krivulje
i-ti odsek krivulje: si(x) stopnje p je definiran v prejˇsnjem poglavju. Kri-
vulja pa je preprosto zdruzˇitev/vsota teh odsekov (C2 povezanost sledi iz
definicije):
S(x) =
k−p+1
i=p−1
si(x) .
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(a) Zduzˇevanje robih vozlov
(b) Sklenitev koncev krivulje
Slika 5.5: Triki za urejanje koncev krivulje
Trik
Krivulja lahko sploh ne obstaja, cˇe ni dolocˇenih dovolj vozlov in po-
sledicˇno zlepkov. Da pa se uporabnik izogne definiranju “dodatnih” vozlov na
robovih, ki na pogled ne vplivajo bistveno na izgled krivulje, obstaja preprost
trik: Prvi in zadnji vozel se preprosto ponovita p − 1-krat, utezˇi/kontrolne
tocˇke dodatnih zlepkov “med temi vozli” pa se dolocˇijo na 0. Iz matematicˇne
definicije odsekov je razvidno, da ti dodatni zlepki ne vplivajo na gradnjo
odsekov, ki so tako dolocˇeni le s kombinacijo zlepkov, ki so bili zˇe poprej
definirani na tem obmocˇju.
Ta preprost trik odstrani potrebo po dolocˇevanju dodatnih vozlov in kon-
trolnih tocˇk, hkrati pa tudi bistveno ne omeji generiranja krivulje. Krivulji
pa doda sˇe eno zelo zazˇeljeno lastnost: interpolacijo koncˇnih tocˇk. Vsak
zlepek ima vrednost 0 v svojih robnih vozlih, zato ima tudi krivulja, katere
konec dolocˇa en sam zlepek, na svojem koncu vrednost 0. V praksi to po-
meni, da se krivulja elegantno zakljucˇi v svoji zadnji kontrolni tocˇki, katere
vrednost je dolocˇena z 0.
Popolna zanka
Drugi izmed nacˇinov kako elegantno resˇiti problem “dodatnih” robnih vo-
zlov, je s preprosto povezavo krivulje v popolno sklenjeno zanko. Manjkajocˇe
zlepke na koncu krivulje nadomestijo zlepki z zacˇetka krivulje z indeksi po
modulu k : si>k = si−k. Tako definirana krivulja zdruzˇi svoj zadnji konec
s sprednjim in postane popolnoma sklenjena. Ker je v celoti ustvarjena po
ustrezni definiciji, velja lastnost C2 po vsej njeni dolzˇini.
Sedaj so definirani vsi potrebni elementi za generiranje posameznih zlep-
kov in zdruzˇevanje teh zlepkov v krivuljo. Za dejansko generiranje krivulj je
potrebna le sˇe implementacija definiranega sistema.
Poglavje 6
Generator krivulj
V okviru te diplomske naloge je bil sprogramiran tudi generator krivulj.
To je graficˇni program, ki omogocˇa uporabnikom ustvarjanje in prilagajanje
krivulj po svojih zˇeljah. Ima pestro izbiro razlicˇnih nacˇinov za generiranje
krivulj in iz tega staliˇscˇa se lahko postavi ob bok razlicˇnim uspesˇnim graficˇnim
urejevalnikom vektorskih slik. A bolj kot dejanskemu graficˇnemu oblikova-
nju, je ta program namenjen izobrazˇevanju o generiranju krivulj. Podpira
razlicˇne tipe krivulj in ima sˇiroko paleto opcij za prilagajanje le teh. Tako
lahko uporabnik iz prve roke vidi, preizkusi in lazˇje razume kako so krivulje
zgrajene in kako se obnasˇajo pri manipulacijah. Ta ucˇni pripomocˇek je zelo
uporaben za vse, ki se zˇelijo na enostaven nacˇin izobraziti o krivuljah.
Program je napisan v programskih jezikih JavaScript (pomembna doku-
mentacija [9]) in HTML, ter deluje v okolju spletnih brskalnikov. Pri izdelavi
niso bile uporabljene nobene zunanje knjizˇnice in vsa koda je napisana iz-
kljucˇno za ta program in diplomsko nalogo.
Osnovni tip krivulj so seveda kardinalni B-zlepki. Program pa podpira sˇe
nekatere druge tipe krivulj za lazˇje izkustveno razumevanje tezˇav pri gradnji
krivulj s prevecˇ preprostimi tipi.
Vecˇina slik v tej diplomski nalogi je ustvarjena prav s tem programom.
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Slika 6.1: Preprosta krivulja
6.1 Opis komponent
Nastavitve
Tik pod vrhom se nahaja vrstica za izbor tipa krivulje. Podprtih je kar
nekaj razlicˇnih tipov in vsak izmed njih ima svoje znacˇilnosti. Ob izboru
tipov, kjer je krivulja zlepljena, se poleg pojavijo sˇe dodatne nastavitve kot
je sˇtevilo zlepkov in barvanje odsekov (za lazˇje razumevanje).
Kanvas
Kanvas je povrsˇina, kjer je ustvarjena krivulja predstavljena. V ozadju je
narisana koordinatna mrezˇa z enotnimi vrednostmi. Vsaka cela vrednost na
koordinatni osi je oznacˇena s tanjˇso premico, ki je pravokotna na to koordi-
natno os. Referenca posameznih vrednosti obeh osi se izkazˇe za uporabno pri
razumevanju polinomskih zapisov posameznih krivulj, saj koordinatne vre-
dnosti popolnoma ustrezajo polinomskim. Skala na vsaki osi je linearna, a
ni nujno enaka na obeh oseh. Koordinatni osi se stikata v koordinatni tocˇki
(0, 0). Ti elementi sestavljajo osnovno ogrodje koordinatnega sistema, kjer
je narisana krivulja.
Na to ogrodje pa se po uporabnikovih zˇeljah razporedijo sˇe kontrolne
tocˇke in narisana krivulja. Kontrolne tocˇke imajo lahko razlicˇne pomene za
razlicˇne tipe krivulj. Za nekatere sluzˇijo kot interpolacijske tocˇke, skozi
katere more potekati krivulja. Za druge pa sluzˇijo kot utezˇne tocˇke, ki le
rahlo spremenijo naravni potek krivulje. Vse pa so kontrolne tocˇke, saj
prispevajo informacije, ki na tak ali drugacˇen nacˇin dolocˇijo potek krivulje.
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Kontrolne tocˇke so tudi edini elementi na kanvasu, ki jih uporabnik lahko
upravlja. A hkrati so tudi edini potrebni elementi, saj omogocˇajo popolen
nadzor nad upravljanjem s krivuljo. Prirejene so za upravljanje z miˇskinim
kazalcem:
1. Klik na tocˇko in vlecˇenje spremeni pozicijo tocˇke in posledicˇno tudi
spremeni potek krivulje vsaj v blizˇnji okolici.
2. Klik na prazno obmocˇje doda sˇe eno tocˇko na konec krivulje. Zlepljena
krivulja se tako podaljˇsa za en odsek.
3. Klik na tocˇko (brez vlecˇenja) odstrani to tocˇko in zmanjˇsa zlepljeno
krivuljo za en odsek. Vse ostale tocˇke pa se zamaknejo in popravijo
izgled krivulje.
S pomocˇjo teh ukazov lahko uporabnik popolnoma ureja in prilagaja krivuljo
iz kardinalnih B-zlepkov in tudi krivulje nekaterih drugih tipov v kakrsˇno koli
kombinacijo. Krivulja se samodejno ustrezno posodobi pri vsaki uporabni-
kovi akciji, tudi pri tistih izven kanvasa. Pri akcijah, ki vkljucˇujejo vlecˇenje,
se krivulja posodobi za vsak piksel premika posebej.
Slika 6.2: Lokalna manipulacija s premikanjem kontrolne tocˇke
Kanvas vozlov
Pri izbiri sestavljenega tipa krivulje, ki omogocˇa spreminjanje vozlov, se
pod kanvasom pojavi sˇe kanvas vozlov. Ogrodje tega kanvasa sestavlja pre-
mica z dolocˇenimi vrednostmi, ki so linearno narasˇcˇajocˇe razporejene vzdolzˇ
nje. Ta skala se samodejno posodablja tako, da so vse vrednosti vozlov zmeraj
v vidnem obmocˇju. Torej, cˇe se poljuben vozel pomakne izven obmocˇja kan-
vasa vozlov, se skala prilagodi tako, da je tudi ta vozel v vidnem obmocˇju.
Vozel je na tem kanvasu prikazan s pravokotnikom, ki s svojo sredino
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oznacˇuje vrednost tega vozla. Sˇtevilo vozlov je za eno vecˇje od sˇtevila zlep-
kov in se avtomatsko posodablja s spreminjanjem sˇtevila kontrolnih tocˇk.
Razdalja med vozloma i in i + 1 dolocˇa velikost odseka i zlepljene krivulje.
Vsak vozel lahko uporabnik klikne in povlecˇe z miˇskinim kazalcem ter tako
po zˇelji spreminja njegov polozˇaj vzdolzˇ premice. Vozel se lahko premika
le na obmocˇju med sosednjima vozloma, saj je zahtevano, da je zaporedje
vozlov nepadajocˇe. V nasprotnem primeru bi bila lahko velikost dolocˇenega
odseka negativna, kar pa bi najverjetneje unicˇilo povezanost krivulje. Veli-
kost vsakega odseka krivulje je tako nujno nenegativna.
Predstavljena je kot razmerje razdalje med dvema sosednjima vozloma
glede na velikost celotne krivulje. Tako je v grobem mogocˇe recˇi, da vozli
dolocˇajo kaksˇen odstotek krivulje bo zasedel posamezen odsek. Daljˇsi kot
je odsek, bolj se pozna njegov vpliv na potek krivulje. Podobno velja, da
manjˇsi odseki tvorijo le majhen del krivulje in odseki velikosti 0 popolnoma
izginejo iz krivulje. V okolici teh nicˇelnih odsekov lahko krivulja popolnoma
izgubi svojo povezanost.
Slika 6.3: Vektor vozlov krivulje iz B-zlepkov (zgoraj) in vektor vozlov
krivulje iz kardinalnih B-zlepkov (spodaj)
Tabela polinomov
Zadnja komponenta generatorja krivulj je tabela polinomov, ki predstavlja
pripadajocˇi polinomski zapis ustvarjene krivulje. V primeru, da je krivulja
zgrajena iz vecˇ polinomov, vsaka vrstica v tabeli opisuje en odsek krivulje,
ki je popolnoma dolocˇen s polinomom in obmocˇjem na katerem je definiran.
Tako lahko uporabnik enostavno primerja minimalen zapis, ki popolnoma
opiˇse krivuljo in je zadosten za upodobitev le-te, in iz prve roke vidi pove-
zavo med kompleksnostjo krivulje in njenega zapisa.
Ta tabela je dodana vrednost tega programa, saj je nima noben izmed
podobnih programov, ki jih je mogocˇe najti na spletu. Koda za generiranje
te tabele je za intervale prirejena iz definicij posameznih krivulj.
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Slika 6.4: Slike prikazujejo spreminjanje zelenega in modrega odseka
krivulje ob spreminjanju vozla ned njima (pri tem se rahlo
spreminja tudi sama podoba krivulje)
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Slika 6.5: Obarvani odseki kardinalne krivulje B-zlepkov s pripadajocˇo
tabelo polinomov
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6.2 Tipi krivulj
Generator krivulj podpira naslednje tipe krivulj:
• En sam ekspliciten polinom
Celotno krivulja je zapisana s pomocˇjo enega eksplicitnega polinoma.
Polinom je definiran kot najenostavnejˇsa (polinom je najnizˇje stopnje)
interpolacija vseh podanih tocˇk. Kakor je bilo v prvem poglavju ome-
njeno, ima tudi ta polinom nekatere pomanjkljivosti, ki mu onemogocˇajo
interpolacijo dveh tocˇk na isti vrednosti x-osi z razlicˇnima vrednostima
na y-osi. V taksˇnih primerih program odpove in preneha z ustvarja-
njem nemogocˇega polinoma.
• En sam parametricˇen polinom
Celotna krivulja je zapisana v enem parametricˇnem polinomu. Po-
dobno kot v prejˇsnjem primeru, tudi tu polinom najnizˇje mozˇne sto-
pnje interpolira vse podane tocˇke. Le da ta polinom nima omejitev in
obstaja pri kakrsˇni koli izbiri tocˇk.
• B-zlepki in kardinalni B-zlepki
Krivulja je generirana po prirejeni definiciji s pomocˇjo matrike za po-
dano stopnjo. Vsak odsek je nadalje sˇe locˇeno zgrajen iz standardne
definicije, prirejene za intervale, in polinomsko opisan v tabeli polino-
mov na dnu.
Kardinalnost krivulje je zagotovljena s preprostim enakomernim raz-
vrsˇcˇanjem vozlov. Ob osvezˇitvi programa, so vsi vozli enakomerno
razporejeni in program poskrbi, da razmiki med njimi ostanejo enaki
tudi ob dodajanju in odvzemanju zlepkov iz krivulje. Tako se kardinal-
nost izgubi le v primeru, ko uporabnik sam spremeni pozicijo vozlov. V
takih primerih se krivulji lahko povrne kardinalnost preprosto s klikom
na gumb, ki razporedi vozle v enakomerne presledke.
– Eksplicitni B-zlepki
Ta tip krivulje uporablja B-zlepke, ki so dolocˇeni vzdolzˇ absci-
sne osi, njihova vrednost pa je prikazana v ordinatni smeri. Se-
stavljajo jih eksplicitni polinomi, zato tudi ne morejo upodobiti
kompleksnih krivulj v ravnini. So pa izredno uporabni za prikaz
kako se posamezni B-zlepki zdruzˇijo v krivuljo in kako kontrolne
tocˇke vplivajo na posamezne zlepke, ker se le-te lahko premikajo
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izkljucˇno vzdolzˇ ordinatne osi.
– Parametricˇni B-zlepki
Te B-zlepke sestavljajo parametricˇni polinomi, ki jih je mogocˇe
spreminjati tako v abscisni kot v ordinatni smeri in tako ustvariti
vse mogocˇe krivulje v ravnini. Ti zlepki so dejansko namenjeni
generiranju kompleksnih krivulj.
(a) Ekspliciten polinom
(b) Parametricˇen polinom
(c) B-zlepki v 1 dimenziji
(d) B-zlepki v 2 dimenzijah
Slika 6.6: Razlicˇni tipi krivulj, ki jih program podpira
Poglavje 7
Sklep
Namen tega diplomskega dela je, kakor opisano v uvodu, raziskava po-
drocˇja racˇunalniˇskih krivulj in kardinalnih B-zlepkov, ter predstavitev zbra-
nega znanja za cˇim lazˇje razumevanje podrocˇja. Zazˇeljeno je, da je bralec teh
strani pridobil vsaj okvirno idejo o problematiki zapisov graficˇnih elementov
in o njenih resˇitvah, ter o pomembnosti kardinalnih B-zlepkov in elegantnosti,
s katero zmorejo opisati poljubno krivuljo. Za pomocˇ pri razumevanju, pa je
bil v okviru tega diplomskega dela razvit tudi spletni program za generiranje
krivulj. Slednji omogocˇa uporabniku na zabaven nacˇin iz prve roke izkusiti
tezˇave pri generiranju krivulj s preprostimi zapisi in cˇudovite lastnosti kar-
dinalnih B-zlepkov, ki omogocˇajo enostavno generiranje krivulj.
Toda vse to znanje je sˇele vrh ledene gore, ki se razteza na mnoga po-
drocˇja. Kljub temu, da je bilo znotraj tega diplomskega dela predstavljenih
veliko razlicˇnih tipov zlepkov, je potrebno vedeti, da jih obstaja sˇe mnogo.
Vecˇina jih je, za razliko od nasˇtetih, bolj specializirana za razlicˇna podrocˇja.
Na primer: Poliharmonicˇni zlepki (polyharmonic splines) so odlicˇni za apro-
ksimacijo razprsˇenih podatkov v vecˇ dimenzijah, a manj primerni za obliko-
vanje spiral. Nacˇin gradnje krivulj pri vseh tipih zlepkov pa ostaja v osnovi
enak: manjˇse “krivulje” se sestavijo v vecˇje.
Poleg razlicˇnih tipov pa obstaja sˇe druga smer razvoja zlepkov: vecˇ-
dimenzionalnost. Kardinalni B-zlepki lahko opiˇsejo tudi ukrivljene ploskve
in celo ukrivljene predmete poljubnih dimenzij. Teorija v osnovi ostaja enaka,
le da namesto enodimenzionalnih cˇrt, zlepke oblikujejo vecˇdimenzionalni
objekti.
Uporabnost kardinalnih B-zlepkov pa seveda ni omejena le na graficˇno
oblikovanje krivulj, pacˇ pa se aktivno uporabljajo pri oblikovanju razlicˇnih
plovil za zagotavljanje aero- in hidrodinamike. Pri procesiranju signalov pa
so zˇe leta nepogresˇljiv pripomocˇek.
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Resnicˇno upam, da je ta diplomska naloga izpolnila svoj namen in bralcu
podarila vsaj osnovni obcˇutek o vsem potrebnem dogajanju v ozadju, ki
omogocˇa da se na racˇunalniˇskem zaslonu prikazˇe tako osnoven lik kot je
krivulja.
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